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Let 1=d1(n)<d2(n)< } } } <d{(n)=n be the sequence of all the divisors of
the integer n in increasing order. Let us say that the divisors of n are z-dense iff
max1i<{(n) di+1(n)di (n)z and let D(x, z) be the number of positive integers x
whose divisors are z-dense. Our major result here is an improvement of an estimate
of Tenenbaum obtained by showing that c1x log zlog xD(x, z)c2x log zlog x
for xz2 and suitable positive constants c1 and c2 .  1997 Academic Press
1. INTRODUCTION
Pour tout entier positif n, on note 1=d1(n)<d2(n)< } } } <d{(n)=n la
suite croissante de ses diviseurs et on dira que n est un entier a diviseurs
z-denses si max1i<{(n) di+1(n)di (n)z.
Le premier re sultat relatif aux entiers a diviseurs denses est du^ a Erdo s.
En 1948, il de montre [5, p. 691] que pour toute fonction =>0 telle que
limt  + =(t)=0, le nombre d’entiers nx qui ont au moins un diviseur
dans l’intervalle [x12&=(x), x12] est o(x). On en de duit facilement que la
densite de l’ensemble des entiers n qui sont a diviseurs n=(n)-denses est nulle.
Ce dernier re sultat a e te rede montre plus simplement par Stewart en 1977
[17, Lemme 11] et utilise par celui-ci pour minorer le plus grand facteur
premier de certaines familles d’entiers.
Dans [19] et [20], Tenenbaum donne une e valuation du nombre
D(x, z) des entiers a diviseurs z-denses infe rieurs a x, dans tout le domaine
xz2. De plus, il montre que la re partition des entiers a diviseurs denses
joue un ro^le crucial dans trois autres proble mes arithme tiques: la distribution
des nombres pratiques, le ‘‘petit crible’’ d’Erdo s et Ruzsa et l’estimation des
longueurs maximales des chai^nes du graphe divisoriel.
Notre principal re sultat est ici d’affiner l’estimation de Tenenbaum en
donnant l’ordre de grandeur exact de D(x, z).
Pour e tablir ce re sultat, notre de marche comporte une e tape pre liminaire.
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repre sente le nombre d’entiers x a diviseurs z-denses et dont tous les
facteurs premiers sont y, et cela dans le but d’exploiter l’e quation
fonctionnelle suivante:
D(x, y, z)=1+ :
pmin( y, - xz)
D(xp, p, z)
& :
pmin( y, - xz)
D( pz&0, p, z). (1)
Les de monstrations de Tenenbaum dans [19] et [20] reposent e galement
sur cette e tape pre liminaire. C’est dans l’utilisation de (1) que notre
de marche diffe re de la sienne. Nous de duisons de (1) l’ordre de grandeur
exact de D(x, y, z) dans un domaine en x, y, et z qui contient les triplets
(x, x, z), en utilisant une me thode e le mentaire, nouvelle dans ce contexte,
que nous de crivons au paragraphe 5. Voyons maintenant tout cela plus en
de tail.
2. E NONCE DES RE SULTATS




D(x, z)=card[1nx : T(n)z],
D$(x, z)=card[1nx : T(n)z et n est sans facteur carre ],
E(x, z)=card[1nx : nT(n)xz].
Sauf mention explicite du contraire, on utilisera tout au long de cet article





On pose de plus pour =>0
L=(x, z)={1(log v)53+=
si zexp[(log log x)53+=]
si z<exp[(log log x)53+=].
Dans [19] et [20], Tenenbaum montre que pour xz2, on a
x
vL=(x, z)
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Nous montrons pour notre part le re sultat suivant:
The ore me 1. Il existe deux constantes strictement positives c1 et c2 telles








Dans [18] Tenenbaum montre que pour tout * # [0, 1] fixe , l’ensemble
des entiers positifs n a diviseurs n*-denses admet une densite naturelle que
l’on notera ici .(*). Il e tablit de plus que cette fonction . est continue.
Compte tenu de l’identite (4) ci-dessous, tout cela de coule en fait d’un
re sultat plus ge ne ral de Billingsley que nous donnons au paragraphe 3.





+card { xlog xnx : n*T(n)(2n log n)*==o(x)
d’apre s la continuite de .. On de duit donc du The ore me 1 le re sultat
suivant.
Corollaire 1. Avec c1 et c2 les deux constantes strictement positives
intervenant dans le The ore me 1, on a pour * # [0, 1]
c1*.(*)c2 *.
Notre me thode permet e galement d’e valuer la fonction de re partition des
nombres pratiques. On dit qu’un entier n est pratique si tout entier mn
s’e crit comme somme de diviseurs distincts de n. Les nombres pratiques ont
e te introduits par Srinivasan [15] en 1948 et ensuite e tudie s notamment
par Stewart [16], Hausman et Shapiro [7], Margenstern [10], et
Tenenbaum [19]. En particulier, on pourra trouver dans l’article de
Margenstern [10] de nombreux re sultats, observations nume riques et
conjectures concernant ces entiers.
Posons _(n)=d | n d. On note n=>0(n)i=1 pi (n) la de composition de
l’entier positif n en facteurs premiers pi (n) avec p1(n)p2(n) } } } 
p0(n)(n). Soit n2. On montre (voir [16]) que
}
n est pratique
si et seulement si
pj (n)1+_ \ np1(n) p2(n) } } } pj (n)+ pour tout j tel que 1 j0(n).
(2)
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Dans [19], Tenenbaum utilise ce crite re pour montrer facilement que
D(x2, 2)PR(x)D(x, C log log x)
ou PR(x) de signe le nombre d’entiers pratiques x et ou C de signe une







log log log x.
En fait, nous montrons le re sultat suivant ou PR$(x) de signe le nombre
d’entiers pratiques qui sont a la fois infe rieurs a x et sans facteur carre .
The ore me 2. Il existe deux constantes strictement positives c3 et c4 telles








Cela confirme partiellement la conjecture de Margenstern suivante [10,
Corollaire 3]: il existe une constante c>0 telle que PR(x)tcxlog x.
Signalons enfin que le pre sent travail est poursuivi dans [12] et que
l’e tude des entiers a diviseurs denses permet de donner l’ordre de grandeur
exact d’une fonction intervenant dans le petit crible d’Erdo s et Ruzsa d’une
part ([13]), et de certaines quantite s lie es au graphe divisoriel d’autre part
([13] et [14]).
3. LOI DE RE PARTITION DES GRANDS FACTEURS PREMIERS
On rappelle que l’on note n=>0(n)i=1 pi (n) la de composition de l’entier
positif n en facteurs premiers pi (n) avec p1(n)p2(n) } } } p0(n)(n). On
note de plus pi (n)=1 si i>0(n). On de signe enfin par 1A la fonction
caracte ristique de l’ensemble A. Nous donnons le re sultat de Billingsley [2]
en exprimant, comme le fait Vershik [22], la densite a l’aide de la fonction
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The ore me A (BillingsleyVershik). Soient i et N deux entiers positifs.
On de finit les variables ale atoires X Ni par




avec probabilite uniforme 1(N&1) pour chacun des entiers de l ’ensemble de
de part. Alors pour k1 fixe , la suite de variables ale atoires (X N1 , X
N
2 , ..., X
N
k )
converge en loi quand N  + vers la mesure sur [0, 1]k de densite
1A
x1x2 } } } xk
\ \1&(x1+x2+ } } } +xk)xk +
avec A=[(x1 , x2 , ..., xk) # ]0, 1]k : xkxk&1 } } } x1].
Nous donnons dans l’appendice une nouvelle de monstration de ce re sultat.
Corollaire A. Pour tout * # ]0, 1] fixe , l ’ensemble [n1: T(n)n*]
admet une densite naturelle .(*) donne e par la formule
.(*)=|
B(*)
\ \1&(x1+x2+ } } } +xk)xk +
dx1 dx2 } } } dxk
x1x2 } } } xk
ou k=k(*) est de fini par 1(k+1)<*1k et
B(*)={(xi)1ik # ]0, 1]k : xkxk&1 } } } x1
et max




Remarquons qu’en introduisant les variables ale atoires X$iN de finies par
X$iN(n)=+2(n) XNi (n) et en utilisant le The ore me d’Ivic Tenenbaum (Lemme 4),
il est facile d’adapter la de monstration du The ore me de BillingsleyVershik
donne e en appendice pour montrer que l’ensemble [n1: T(n)n* et n
sans facteur carre ] admet e galement une densite naturelle, et que celle-ci
est e gale (6?2) .(*).
Le Corollaire A de coule imme diatement du The ore me A en utilisant
l’identite suivante (voir [19, Lemme 2.2]) qui joue un ro^le important dans














ainsi que l’ine galite pj (n)_> ji=1 pi (n)n
1+1j.
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4. NOTATIONS
Nous rassemblons ici les principales notations utilise es dans ce travail.
On de signe par [x] la partie entie re du re el x.
On de signe par logk la k ie me ite re e de la fonction logarithme.
Pour t>1, on de signe par !(t) l’unique re el positif ve rifiant
e!(t)=1+t!(t).
On de finit ainsi la fonction analytique ! : ]1, +[  ]0, +[.
On de finit la fonction de Dickman \(t) comme l’unique fonction de R








On pose de plus
\~ (t)=\(max(t, 0)).
On note
l (x)=exp { log x(log2 x) log33 x= .
On de signe par +(x) le re el de fini implicitement par
(log(x+(x)))23=3 log +(x) et 2+(x)x.
On voit facilement que l’on a pour x suffisamment grand
exp[(log x)234]<+(x)<exp[(log x)233]2. (5)
Les re els x, y, et z e tant donne s, sauf mention explicite du contraire on








La lettre p de signe un nombre premier ge ne rique. On de signe par 2=
q1<q2< } } } la suite croissante des nombres premiers.
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Soit n un entier 2. On de signe par {(n) le nombre de ses diviseurs. On
de signe par 0(n) (resp. |(n)) le nombre de ses facteurs premiers compte s
avec (resp. sans) multiplicite . On de signe par p1(n)p2(n) } } } p0(n)(n)
la suite de croissante de ses facteurs premiers, non ne cessairement distincts.
On pose pi (n)=1 pour i>0(n). Le nombre premier p1(n) est encore note
P(n). On de signe par 1=d1(n)<d2(n)< } } } <d{(n)(n)=n la suite croissante
des diviseurs de n. On note T(n)=max1i<{(n) di+1(n)di (n). On note
_(n)=1i{(n) di (n). On pose enfin P(1)=T(1)=_(1)=1.
On de finit les fonctions suivantes
?( y)=card[ p : py],
9(x, y)=card[1nx : P(n)y],
PR(x, y)=card[1nx : P(n)y et n est pratique],
PR(x)=PR(x, x),
D(x, y, z)=card[1nx : P(n)y et T(n)z],
et
D(x, z)=D(x, x, z).
Pour chacune de ces quantite s A(x) e gale au nombre d’entiers infe rieurs
a x de l’ensemble A, on de signe par A$(x) le nombre d’entiers de A,
infe rieurs a x et sans facteur carre .
Avec les notations (6), on note de plus




log2(max(v, 16))+ \~ \u \1&
1
- log y+&1+ ,
(0<u<3(log x)13)
9(x, y), (u3(log x)13)
et
D (x, y, z)=x min \1v , 2+\1+
1
log3(max(x, 107))+
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Soit k un entier 1. Soient f et g deux fonctions a valeurs re elles de finies
sur une partie A de Rk. Soit x =(x1 , x2 , ..., xk). On e crit que ‘‘f (x )=0(g(x ))
pour x # A’’ ou encore ‘‘f (x )Rg(x ) pour x # A’’ pour signifier qu’il existe une
constante C telle que l’on ait | f (x )|C | g(x )| pour tout x appartenant a A.
On e crit que ‘‘f (x ) _& g(x )’’ pour signifier que l’on a simultane ment f (x )R
g(x ) et g(x )Rf (x ). Une e ventuelle de pendance de la (des) constante(s) C
en fonction d’un parame tre est mentionne e en indice des symboles 0, R , et _& .
5. ME THODE DE DE MONSTRATION DES THE ORE MES 1 ET 2
Dans les The ore mes 1 et 2, nous donnons l’ordre de grandeur de fonctions
de la forme H(x)=card H(x) ou H(x) de signe un certain ensemble
d’entiers de pendant de x et ayant la proprie te d’e^tre ‘‘he re ditaire par le
haut’’ (voir [11] ou cette notion est introduite et de veloppe e). Le point de
de part de nos de monstrations consiste a e tendre la fonction H(x) en posant
H(x, y)=card[n # H(x) : P(n)y]




ve rifie e par cette fonction e tendue. La fonction h(x) de pend ici de la nature
de H(x) et la fonction e(x, y) joue le ro^le d’un terme d’erreur. Cette
technique a e te introduite par Tenenbaum dans [18] pour minorer .(*),
puis re utilise e par celui-ci dans [19] et [20]. C’est une variante de cette
technique qui a permis a Balazard [1] de de montrer la conjecture d’Erdo s
suivante [4]. Soit ?(x, k) le nombre d’entiers n infe rieurs a x ve rifiant
|(n)=k; alors pour x suffisamment grand, la suite ?(x, k) est unimodale
en k. Nous allons poursuivre la description de notre me thode en choisissant
l’exemple H(x)=[n1: nT(n)x] pour lequel l’identite de Buchstab
correspondante prend la forme particulie rement simple suivante:
H(x, y)=1+ :
pmin( y, - x)
H(xp, p) pour x1 et y1. (7)
Observons alors a l’aide du Lemme 2(vi) ci-dessous, que la fonction
H*(x, y)=x\~ (u&1)log x est solution de l’e quation
H*(x, y)=|
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obtenue par ‘‘lissage’’ a partir de (7). Il est donc naturel de conjecturer que
H*(x, y) est une bonne approximation de H(x, y). Nous allons montrer
comment on peut effectivement e tablir que l’on a H(x, y) _& H*(x, y) pour
y suffisamment grand relativement a x, ce qui implique (en choisissant
y=x) H(x) _& xlog x.
On de montre se pare ment que H(x, y)rH*(x, y) et H(x, y)RH*(x, y).
Les deux de monstrations e tant, pour l’essentiel, de me^me nature, nous
allons ici nous contenter de de crire le principe de la preuve de la minoration
de H(x, y).
L’ide e principale sous-jacente a cette preuve consiste a choisir une
fonction lisse H (x, y) qui ve rifie d’une part
H (x, x) _& H*(x, x)=xlog x (9)
et d’autre part,
H (x, y)1+ :
pmin( y, - x)
H (xp, p) (10)
pour xy2,1 de telle sorte que l’on puisse a l’aide de (7), montrer par
re currence que H(x, y)H (x, y).
Le choix le plus simple consiste a poser H (x, y)=c H*(x, y) avec c une
constante suffisamment petite. Malheureusement, il re sulte de (8) et des
oscillations de ?(x)&Li(x) autour de ze ro que la fonction
c H*(x, y)&\1+ :pmin( y, - x) c H*(xp, p)+
oscille e galement autour de ze ro, quand x et y sont suffisamment grands
relativement a c . En particulier, elle n’est pas toujours ne gative, ce qui
empe^che la relation (10) d’e^tre ve rifie e. Pour pallier cette difficulte , l’ide e
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ou $(x) de signe une fonction positive de croissant lentement. En effet,
l’introduction de la fonction $(x) a pour effet de transformer l’e quation (8)
en l’identite
H (x, y)=|















Le terme correctif Q permet alors, dans une certaine mesure, d’absorber les
perturbations engendre es par les oscillations de ?(x)&Li(x). Ainsi, cette
nouvelle fonction H ve rifie l’ine quation (10) quand y est suffisamment
grand relativement a x (soit par exemple yexp[(log2 x)74] comme dans
le paragraphe 8).
Cependant la relation (10) n’est toujours pas ve rifie e quand y est petit
relativement a x. En fait, nous pensons qu’il n’existe pas de fonction lisse
H (x, y) qui ve rifie simultane ment (9) et (10) dans tout le domaine xy2.
On est donc amene a proce der diffe remment pour e tablir l’ine galite HH
quand y est petit. Nous allons voir maintenant comment en ope rant une





ou =( y) de signe une fonction de croissant vers 0 quand y  +. Quitte a
modifier la fonction $ initialement choisie, on peut choisir une fonction
= de croissant relativement lentement vers 0, de telle sorte que la relation
(10) soit encore ve rifie e quand y est grand. Comme = de croi^t lentement, la
quantite u=( y) est grande quand y est petit. Donc compte tenu de la
de croissante exponentielle de la fonction \, la quantite H (x, y) est alors
beaucoup plus petite que la quantite H*(x, y), conjecture e comme e tant
voisine de H(x, y). On s’attend donc a ce que l’ine galite H(x, y)H (x, y)
soit ici assez grossie re, et partant, relativement facile a prouver. De fait,
on e tablit cette minoration quand y est petit, de manie re directe, assez
facilement (cf. Lemme 6 dans le cas ou H(x, y)=D$(x, y, 2)).
Il suffit a pre sent pour conclure le processus de minoration de remarquer
que quand y est grand relativement a x (et donc en particulier quand y=x),
on a H (x, y) _& H*(x, y).
Comme on l’a annonce plus haut, le processus de majoration de H(x, y)
est pour l’essentiel analogue, avec l’introduction d’une fonction H (x, y),
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dont on montre qu’elle majore H(x, y), et qui ve rifie H (x, x) _& xlog x.
Nous omettons les de tails.
Les fonctions PR(x, y) et D(x, y, 2) sont des fonctions du type de H(x, y).
En fait, nous e tudions e galement dans ce travail la fonction D(x, y, z).
Avec notre me thode d’e valuation de D(x, y, z), cette fonction apparai^t
comme une fonction du type de H(x, y) ou la variable z joue le ro^le d’un
parame tre. La pre sence de ce parame tre rend la situation plus complexe.
En particulier, la ne cessite de mener a bien le sche ma de de monstration
ci-dessus uniforme ment en z, ame ne a tenir compte de manie re pertinente
de ce parame tre z dans la de finition des fonctions c D (x, y, z) et c~ D (x, y, z)
qui jouent le ro^le de H (x, y) et H (x, y) quand H(x, y)=D(x, y, z). Cela
e tant, les difficulte s lie es a la pre sence du parame tre z sont essentiellement
d’ordre technique, et la me thode employe e dans ce pre sent travail pour
e valuer D(x, y, z) reste a la base celle qui est de crite ci-dessus.
6. LEMMES PRE LIMINAIRES
A partir de maintenant jusqu’a la de monstration du Lemme 2 incluse, les
lettres u et v n’ont pas de signification particulie re.
Pour u>1, on note !(u) la quantite de finie implicitement par e!(u)=
1+u!(u) et !(u)>0. On pose de plus !(1)=0.
Lemme 1. (i) !(u)=log(u log 2u)+0(1) pour u1,
(ii) !$(u)t1u pour u  +.
De monstration. Cela re sulte facilement du Lemme III.5.8.1 de [21]
pour le point (i), et de la formule (59) du chapitre III.5 de [21] pour le
point (ii).
Lemme 2. (i) \ est strictement de croissante sur [1, +[,
(ii) &log \(u)tu log u pour u  +,
(iii) &\$(u)t\(u) log u pour u  +,
(iv) Soit = tel que 0<=<1. On a pour u1 et 0v(1&=) u
\(u&v)=\(u) ev!(u)+0=(min(v, 1)).




ts\(t&1) dt=p(u) us+1 \1+0so \ 1u log u++ .
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De monstration. Le point (i) de coule du The ore me III.5.5(iii) de [21].
On a (cf. formules (51) et (52) du chapitre III.5 de [21])




ou # de signe la constante d’Euler. A l’aide du Lemme 1, on en de duit le
point (ii).
Le point (iii) re sulte du Corollaire III.5.8.3. de [21] et du Lemme 1(i).
Pour 0v1, le point (iv) re sulte du Lemme 3(i) de [23] et du
Lemme 1(i). Pour 1v(1&=) u, on a d’apre s (11) et le Lemme 1(i),
\(u&v) _& \(u) exp {|
u
u&v
!(t) dt=_&= \(u) ev!(u).



























En utilisant le point (iii) et en effectuant une re currence sur [s], on en
de duit que la formule (12) est encore valable pour 0<ss0 . En utilisant
(3) et en effectuant une nouvelle inte gration par parties, on obtient donc


















=\(u) us+1 \1+0so \ 1u log u++ .
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Pour de montrer (vi), on observe dans un premier temps que d’apre s le
point (ii), l’inte grale est convergente. Puis on montre a l’aide de (3), que les
fonctions de part et d’autre de l’e galite ont me^me de rive e et coi ncident en
+. Cela ache ve la de monstration du Lemme 2.
Nous avons besoin des quatre re sultats suivants, dont les trois premiers
sont dus respectivement a Hildebrand [8], Ivic et Tenenbaum [9, (2.12)]
et Tenenbaum [20, Lemme 2.4].
Lemme 3. Soit =>0. Sous les conditions y2 et 1ulog x(log2 x)53+=,
on a
9(x, y)=x\(u) \1+0= \log 2ulog y ++ .




9(x, y) \1+0 \log2 2xlog y ++ .









exp[&u log(2 log x)].
De monstration du Lemme 6. Pour 1u<2 ou u>log xlog(2 log x) ou
x=0(1), le re sultat est trivial puisque l’entier 1 est compte dans D$(x, y, 2).
On peut donc supposer 2ulog xlog(2 log x) et x suffisamment grand.
On de signe par 2=q1<q2< } } } la suite croissante des nombres premiers.
On note j= j( y) le plus petit entier tel que > ji=1 qi3y. On choisit un
indice i0 tel que y2>1i j, i{i0 qi<y. L’existence d’un tel i0 de coule du
postulat de Bertrand. On remarque que l’on a ne cessairement qi05. On
conside re les entiers n de la forme (>1i j, i{i0 qi)_(>j<i?( y) q
=i
i ) avec
=i # [0, 1] et j<i?( y) =i=[u]&1. Ces entiers n sont infe rieurs a x, sans
facteur carre et ve rifient P(n)y. En utilisant (4), l’ine galite qi05 et le
postulat de Bertrand, on voit qu’ils sont e galement a diviseurs 2-denses.
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Notons que sous la condition 2u<log xlog(2 log x) et pour x suffi-
samment grand, on a 1[u]&1y2 log y?( y)& j. Il suit









exp[&u log(2 log x)].
Dans le lemme suivant, on note L=(t)=exp[(log t)35&=].
Lemme de lissage (Lemme 7). Soient = et C deux re els tels que 0<=<12
et C>0. Soit f une fonction de [32, +[ dans R+, absolument continue
sur tout intervalle compact de [32, +[, et telle que pour tout t ou f $(t)
existe on ait
|tf $(t)|Cf (t) L=(t).










De monstration. Comme f (t) est absolument continue sur tout intervalle
compact de [32, +[, f (t) t2 (d%log %) l’est aussi. Par une sommation
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En utilisant la re gion sans ze ro de ‘(s) de Vinogradov, le the ore me des






R = tL&1=2 (t).
On a donc en utilisant les hypothe ses faites sur f (t), y et z, d’une part


























De me^me, on montre que R3 R =, C L&1= (z) 
y
z f (t)log t dt.
7. MAJORATION DE E(x, z) ET PR(x)
7a. Les deux lemmes clefs
Lemme 8. Il existe une constante K>0 telle que sous les conditions x2,
y2 et z2, on ait
(i) D(x, y, z)1+pmin( y, - xz) D(xp, p, z)
(ii) PR(x, y)1+pmin( y, - Kx log
2
x) PR(xp, p).
De monstration. D’apre s (4), on a pour tout entier n1,
T(n)z  {et T(nP(n))zP(n)- zn.
On a donc en classant les entiers compte s dans D(x, y, z) suivant leur plus
grand facteur premier
D(x, y, z)=1+ :
py
card {m : pzm
x
p
, P(m)p et T(m)z=
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soit encore
D(x, y, z)=1+ :
pmin( y, - xz)
D \xp, p, z+
& :
z<pmin( y, - xz)
D \pz&0, p, z+ , (13)
d’ou l’ine galite (i).
On proce de de manie re analogue pour (ii). On a d’apre s (2)





et m est pratique].
Le fait que l’on ait _(m)Rm log2 m (voir The ore me 1.5.5 de [21]) permet
alors de conclure.
Lemme 9. Il existe une constante vo16 telle que pour y2, z2, vvo
et 0<u<3(log x)13, on ait
D (x, y, z)1+ :
pmin( y, - xz l (x))
D (xp, p, z).
De monstration. Dans toute cette de monstration, on supposera implicitement




t log xt \1& 1log2 log xtlog z + \~ \log xtlog t \1& 1- log t+&1+ .
En utilisant le Lemme 2(iii) et la formule (5), on obtient
tf $x, z(t&0)Rfx, z(t) log xRfx, z(t) log2 t pour +(x)tx23.
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D’apre s le Lemme 7 et (5), on a donc sous la condition 0<u<3(log x)13,
1+ :
pmin( y, - xz l (x))
D (xp, p, z)
=1+ :
p+(x)
9(xp, p)+\1+0 \ 1log x++ x log z
_|
min( y, - xz l (x))
+(x)
\~ \log xtlog t \1&
1
log t+&1+
t(log t)(log xt) \1& 1log2 log xtlog z + dt.
En utilisant successivement l’identite de Buchstab ve rifie e par 9 (The ore me








\~ \u \1& 1- log y+&1+ .











(log x)(log v) log22 v
<\1& 1log2 v+\1&
log t
(log x)(log v) log22 v+
<\1& 1log2 v+\1&
log t
3(log xt)(log v) log22 v+ .
En utilisant le changement de variable t$=(log xt)log t, on obtient donc
que
1+ :
pmin( y, - xz l (x))
D (xp, p, z)




log2 v+ I+0 \
x
v log x
\~ \u \1& 1- log y+&1++
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\~ (t(1&- (t+1)log x)&1)
t \1&
1











Pour achever la de monstration du Lemme 9, il suffit donc de prouver que
l’on a
I\1& 1- log x+ \~ \u \1&
1
- log y+&1+ , (14)
ce a quoi nous allons nous employer maintenant.













(log2 x) log33 x
R
1









4t(log v) log22 v+ dt
\1& 1(log x)15+ |
(log x)16
u&1









en utilisant la de croissance de \ (Lemme 2(i)). En utilisant le Lemme 2(iv)
pour majorer la premie re inte grale et le Lemme 2(vi) pour la seconde, on
a donc






En re utilisant le Lemme 2(vi) pour le premier terme et le Lemme 2(ii) pour
le second terme, on obtient l’ine galite (14).
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Supposons maintenant que
(log x)17u<3(log x)13. (15)
On de coupe le domaine d’inte gration de I en les trois intervalles d’extre mite s
u&1, min(u+1, ’(x)), min(11u10, ’(x)) et ’(x) et on note I1 , I2 , et I3 les
inte grales correspondantes. Comme x (et donc ici e galement u) est pris
suffisamment grand, on remarque que l’on a bien u&1=max(u&1, w&1)
et u+111u10. En utilisant successivement la majoration 3t log v_
log22 vu log
2 u, la de croissance de \ (Lemme 2(i)), le changement de
variable t$=(1&1((1&1u) - log y)) t et le Lemme 2(vi), on obtient




















=\ \u \1& 1- log y+&1+ .
Par ailleurs, en utilisant successivement la de croissance de \ (Lemme 2(i)),




















&1+ u- log y+ .
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Or d’apre s (15), u- log y332; d’ou








d’apre s le Lemme 2(iv). Enfin, en utilisant successivement les points (i), (vi)











En rassemblant ces trois majorations, on obtient
I=I1+I2+I3\1& 1u log2 u+
2
u1110+ \ \u \1&
1
- log y+&1+ ,
et l’ine galite (14) est ici encore ve rifie e.
7b. Fin de la de monstration des majorations des The ore mes 1 et 2
Proposition 1. Il existe une constante c~ 1 telle que sous les conditions
x2, y2 et z2, on ait
D(x, y, z)c~ D (x, y, z)
et
PR(x, y)c~ D (x, y, 2).
De monstration. Soit vo une constante convenable pour le Lemme 9. Si
0<vu<3(log x)13, on a en utilisant successivement les Lemmes 3 et 2
(iv),






RD (x, y, z).
Si 0<u<vvo ou u3(log x)13, on a e galement trivialement D(x, y, z)R
D (x, y, z). On choisit c1 de telle sorte que l’on ait D(x, y, z)cD (x, y, z)
dans chacune des re gions que l’on vient de traiter.
Montrons maintenant par re currence sur k2 que l’on a
D(x, y, z)cD (x, y, z) (16)
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sous l’hypothe se
y2, z2, 2x2k. (Hk)
D’apre s le travail fait ci-dessus, on peut omettre l’e tape d’initialisation de
la re currence et supposer que vvo et 0<u<3(log x)13. On admet aussi
que (Hk) implique (16) et on suppose (Hk+1) re alise e. On a alors en utili-
sant successivement le Lemme 8(i), l’hypothe se de re currence et le
Lemme 9,
D(x, y, z)1+ :
pmin( y, - xz)
D(xp, p, z)
1+c :
pmin( y, - xz)
D (xp, p, z)
c \1+ :pmin( y, - xz) D (xp, p, z)+cD (x, y, z).
Cela ache ve le raisonnement par re currence et le travail de majoration de
D(x, y, z).
La majoration de PR(x, y) s’effectue de manie re analogue. On choisit
une constante xo2vo telle que pour xxo , on ait - Kx log2 x- 2x l (x)
ou K est une constante convenable pour le Lemme 8. On remarque dans un
premier temps qu’il existe une constante c$1 telle que sous les conditions
xxo ou u3(log x)13 on ait PR(x, y)c$D (x, y, 2). Puis dans l’e tape
ite rative de la re currence, on utilise successivement le Lemme 8(ii),
l’hypothe se de re currence et le Lemme 9 pour obtenir
PR(x, y)1+ :
pmin( y, - Kx log2 x)
PR(xp, p)
1+c$ :
pmin( y, - Kx log2 x)
D (xp, p, 2)
c$ \1+ :pmin( y, - 2x l (x)) D (xp, p, 2)+
c$D (x, y, 2).
Pour achever la de monstration de la Proposition 1, il suffit de choisir
c~ =max(c, c$).
En spe cifiant y=x dans la Proposition 1, on ache ve la de monstration de
la majoration du The ore me 2 et celle du The ore me 1 pour D(x, z). En fait,
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comme le montre Tenenbaum [19, Sect. 4], cela implique que la me^me
majoration vaut pour E(x, z). Rappelons son argumentation.
On note G(x, z)=E(x, z)&E(x2, 2z). Si v3, la majoration E(x, z)R
xv est triviale. Dans le cas contraire, on a
E(x, z) :
0k(log x)log 4
G \ x2k, 2kz++- x
 :
0k(log x)log 4
D \ x2k, 2k+1z++- x
car G(x, z2)D(x, z) (voir Lemme 2.4 de [19]). On utilise alors la










8. MINORATION DE D$(x, z) ET PR$(x)
La de marche est ici pour l’essentiel, syme trique de celle qui a e te adopte e
pour la majoration. Il est cependant a noter, comme le fait Tenenbaum
dans [19] (p. 10), que la pre sence des termes ne gatifs dans (1) (ou dans
(17)) ajoute une difficulte supple mentaire. Pour surmonter cette difficulte ,
nous sommes amene s a montrer que la quantite p D$( pz&0, p, z) est
suffisamment petite relativement a D$(x, y, z) pour qu’elle puisse e^tre
conside re e comme jouant un ro^le ne gligeable dans l’e quation (17). Pour
montrer que p D$( pz&0, p, z)D$(x, y, z) est petit (en fait 0(1u log22 x)),
nous utilisons d’une part la majoration de D(x, y, z) de ja e tablie pour
majorer la somme en p, et d’autre part les Lemmes 5 et 6 pour minorer
D$(x, y, z).
8a. Les deux lemmes clefs
Lemme 10. Il existe une constante x13 telle que sous les conditions
xx1 , y2, z2, v2 et 12<u<(log x)(log2 x)74, on ait
\1+ 1u log22 x+ D$(x, y, z) :pmin( y, - xz) D$ \
x
p
, p&0, z+ .
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De monstration. En utilisant le proce de classique qui nous a permis
d’e tablir l’identite de Buchstab (13), on montre que
D$(x, y, z)=1+ :
pmin( y, - xz)
D$ \xp, p&0, z+
& :
z<pmin( y, - xz)
D$ \pz&0, p, z+ (17)
pour x1, y2 et z2. On a en appliquant la majoration du The ore me 1
:
z<pmin( y, - xz)







































exp[&u log(2 log x)]R
D$(x, y, z)
u log32 x
d’apre s le Lemme 6.
Lemme 11. Il existe une constante x2107 telle que pour xx2 , y2,
z2, v2 et 12<u<(log x)(log2 x)74, on ait
\1+ 1u log22 x+ D (x, y, z) :pmin( y, - xz) D \
x
p
, p&0, z+ .
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De monstration. Dans toute cette de monstration, on suppose impli-
citement y2, z2, v2 et x suffisamment grand. En appliquant le
Lemme 2(iii) et le Lemme 7, on obtient sous l’hypothe se supple mentaire
12<u<(log x)(log2 x)74,
:
pmin( y, - xz)
D (xp, p&0, z)
 :
min13( y, exp[(log x)56])pmin( y, - xz)
D (xp, p&0, z)
(1&exp[&min47(log y, (log x)56)]) x log z
_|
min( y, - xz)
min13( y, exp[(log x) 56])







_\1+ 1log3 xt+ dt.
En utilisant le changement de variable t$=(log xt)log t, on en de duit facile-
ment que
:
pmin( y, - xz)













_\1+ 15t log2 x log23 x+ dt.
Pour de montrer le Lemme 11, il suffit donc de prouver que l’on a






ce a quoi nous allons nous employer maintenant.
Supposons dans un premier temps que
12<u<(log x)16. (19)
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+0 \ 1- log x |

u&1
(t+1)32&: log(t+2) \ \t+t+1v &1+ dt+ (20)
d’apre s le Lemme 2(iv). En utilisant le changement de variable t$=t+







En utilisant le Lemme 2, on obtient
K1=\~ \u+uv&1+&\(2(log x)16)\~ \u+
u
v









2(log x)16 \1+0 \
1












En regroupant ces diverses estimations, on obtient l’ine galite (18).
Supposons maintenant que
(log x)16u<log x(log log x)74.
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ce qui permet, a l’aide du Lemme 2(iv), d’e tablir l’ine galite (18) dans ce cas.
8b. Fin de la de monstration du The ore me 1
Proposition 2. Il existe une constante c , 0<c 1, telle que sous les
conditions x2, y2 et z2, on ait
D$(x, y, z)c D (x, y, z).
Remarquons d’emble e que pour obtenir la minoration du The ore me 1, il
suffit de spe cifier y=x dans la Proposition 2.
De monstration. Soit x3=max(x1 , x2) ou x1 et x2 sont deux constantes
convenables respectivement pour les Lemmes 10 et 11.
Si xx3 ou [u12 et v2], on a trivialement D$(x, y, z)rD (x, y, z).
Si 0<u<(log x)(log2 x)74 et v2, on a en utilisant les Lemmes 4 et 3,
D$(x, y, z)r9$(x, y)r9(x, y)rD (x, y, z).
Si (log x)(log2 x)74u(log x)log(2 log x), on a d’apre s le Lemme 6,
D$(x, y, z)rxy&2 exp[&u log(2 log x)]
rx exp[&u(log u)(1+(log y)&12)]
et cette dernie re quantite est d’apre s le Lemme 2(ii),
rx\(u(1+(log y)&12)&1)rD (x, y, z).
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Si u>(log x)log(2 log x), on a D$(x, y, z)1rD (x, y, z).
On choisit une constante c , 0<c 1, telle que l’on ait dans chacune des
re gions ci-dessus
D$(x, y, z)c D (x, y, z). (21)
On ache ve la de monstration de la Proposition 2 en montrant que l’ine galite
(21) est re alise e dans le domaine comple mentaire, en proce dant de manie re
analogue a ce que nous avons fait lors de la de monstration de la Proposition 1
au paragraphe 7b, les Lemmes 10 et 11 jouant ici le ro^le des Lemmes 8(i)
et 9 la .
8c. Fin de la De monstration du The ore me 2
On de signe par c1 et c2 deux constantes convenables pour le The ore me 1.









Posons A=>1iio qi . A tout entier n a diviseurs 2-denses et multiple de
A, on associe l’entier nA qui est a diviseurs 2A-denses d’apre s (4). On
obtient ainsi en utilisant la majoration du The ore me 1 et pour x suffisamment
grand




















Soit D$o(x, 2)=[nx : A |% n, T(n)2 et n est sans facteur carre ]. On a







Pour tout entier n e le ment de D$o(xqi0 , 2), il existe un entier i, 1iio ,
tel que qi |% n. D’apre s (2) et (4), on a alors qin qui est pratique, sans facteur
carre et x. On en de duit donc que
PR$(x)i &10 card D$o(xqio , 2)rxlog x.
Cela ache ve la de monstration du The ore me 2.
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APPENDICE
De monstration du The ore me de BillingsleyVershik. Soit 9(x, y1 , y2 , ..., yk)
=card[nx : pi (n)yi pour 1ik] et (*i)1ik un k-uplet fixe
ve rifiant 0<*k*k&1 } } } *11.
En classant les entiers x suivant leurs k plus grands facteurs premiers,
on obtient l’identite de Buchstab suivante:
9(x, x*1, x*2, ..., x*k)= :
pix*i (1ik)
pkpk&1 } } } p1
9 \ xp1p2 } } } pk , pk+
+E(x, *1 , *2 , ..., *k)
avec E(x, *1 , *2 , ..., *k)=card[nx : 0(n)k&1 et pi (n)x*i pour
1ik&1]card[nx : 0(n)k&1]=o(x), d’apre s le the ore me des
nombres premiers. On estime la somme k-uple avec le Lemme 3 quand pk
est suffisamment grand relativement a x( p1p2 } } } pk) et la minoration
9(x, y)Rxe&u2 (cf. The ore me III 5.1 de [21]) dans le cas contraire. En
utilisant de plus un lemme de lissage k-dimensionnel (cf. Lemme 22.1 de
[6]), on obtient
9(x, x*1, x*2, ..., x*k)
tx |
xi*i (1ik)
0<xkxk&1 } } } x1
\ \1&(x1+x2+ } } } +xk)xk +
dx1 dx2 } } } dxk
x1 x2 } } } xk
quand x  +.
On ache ve alors la de monstration du The ore me de BillingsleyVershik
en remarquant que














ou la somme porte sur les nombres premiers p qui sont dans l’ensemble
ki=1 ](xlog x)
*i, x*i] et est de ce fait o(1), d’apre s le the ore me des
nombres premiers.
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